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RESUMEN

Cuando se trabaja en el area de los sistemas de control, una de las
preguntas fundamentales es como encontrar la respuesta de los sistemas
en el dominio del tiempo, teniendo presente que se parte de una funcién de
transferencia conocida la cual esta descrita en el dominio de la variable
compleja s. Para desarrollar tal conversion, del dominio de la variable
compleja s al dominio del tiempo, se usa la Transformada Inversa de
Laplace. En tal sentido, el conocimiento de esta herramienta matematica
permite a los estudiantes de la unidad curricular Teoria de Control | resolver
los problemas que se pueden plantear en cuanto a encontrar la respuesta

en el dominio del tiempo de un sistema de control.

La estrategia metodoldgica que se usa en la presente investigacion para
desarrollar la transformada inversa es la solucibn de ejemplos que
identifiquen cada uno de los casos que se pueden presentar. Por esta
razon, se muestra el desarrollo o aplicacién de la transformada inversa de

Laplace partiendo de funciones de transferencia conocidas.

Palabras clave Sistemas de control, dominio del tiempo, funcion de

transferencia, variable compleja s, transformada Inversa de Laplace.
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USE OF THE INVERSE LAPLACE TRANSFORM AS A
MATHEMATICAL TOOL IN CONTROL SYSTEMS

ABSTRACT

When working in the area of control systems, one of the fundamental
questions is how to find the response of the systems in the time domain,
bearing in mind that one starts from a known transfer function which is
described in the time domain. the complex variable s. To develop such a
conversion, from the domain of the complex variable s to the domain of time,
the Inverse Laplace Transform is used. In this sense, the knowledge of such
a mathematical tool allows the students of the Control Theory | curricular
unit to solve the problems that may arise regarding the response in the time
domain of a control system.

The methodological strategy that is used in the present investigation to
develop the inverse transform is the solution of examples that identify each
of the cases that can be presented. For this reason, the development or
application of the inverse Laplace transform starting from known transfer

functions is shown.
KEYWORDS

Control systems, time domain, transfer function, complex variable s, inverse

Laplace transform.
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INTRODUCCION

Transformada Inversa de Laplace ( £™1)

Definicion:

Kuo (1996), define la transformada inversa de Laplace (£71), como:

1 c+joo
FO =LF] = 5= | Fetds ®
C—Joo

“Donde:

C es una constante real que es mayor que todas las partes
reales de todas las singularidades de F(s). La ecuacién (1)
representa una integral de linea que se evalla en el plano
complejo s. Para funciones simples, la operacién de la
transformada inversa de Laplace se puede llevar a cabo
simplemente refiriéndose a la tabla de transformadas de

Laplace.

Para funciones complejas, la transformada inversa de
Laplace se puede obtener, primero realizando una
expansion en fracciones parciales simples de la funcion

F(s), y luego se usa la tabla de transformadas.”

Justificacion:

Dorf y Bishop (2005) refieren el valor e importancia del estudio de las
técnicas de la transformada de Laplace en virtud que el estudio de los
sistemas de control esta relacionado principalmente con el comportamiento
transitorio y en estado estacionario de los sistemas dinamicos. O, dicho en
otras palabras, con la respuesta en el dominio del tiempo tanto en régimen

transitorio como en régimen permanente de los sistemas dinamicos.

Desde el punto de vista de Sistema de Control, se quiere encontrar la
respuesta, en el dominio del tiempo, que se produce en una planta cuando

se aplica una sefial de entrada.

pg. 415  Revista Politécnica y Territorial Volumen 9 - Nimero 1/ Enero — Junio 2023 / ISSN: 2542-3037




Universidad Politécnica Territorial
de Barinas José Félix Ribas

REVISTA POLITECNICA Y TERRITORIAL
Publicacién Cientifica Arbitrada

™

Matematicamente, se hace considerando los siguientes pasos:

1) Se describe el modelo matemético del sistema, a través de una

ecuacion diferencial (E.D.).

2) A esta E.D. se le aplica la transformada de Laplace y se obtiene la

funcion de transferencia (F.T.).

3) Luego del analisis que se pueda hacer en el dominio de la variable
compleja s, lo cual no es el objeto de la presente investigacion,
también se puede requerir conocer la respuesta del sistema en el
dominio del tiempo, y para ello se utiliza la herramienta matematica

conocida como Transformada Inversa de Laplace (£71).

La presente investigacion se concentra en el uso de la Transformada
Inversa de Laplace como herramienta matematica para obtener la
respuesta de un sistema, cualquiera sea su naturaleza, descrito en el
dominio de la variable compleja s, a una respuesta en el dominio de la
variable temporal (t). Por lo tanto, el punto de partida es una F.T. conocida,
con el objeto de explicar el uso de la herramienta matematica ya
mencionada. Sin embargo, es preciso definir funcién de transferencia.
Ogata (2010), establece que la funcién de transferencia de un sistema
descrito mediante una ecuacion diferencial lineal e invariante en el tiempo
se define como el cociente entre la transformada de Laplace de la salida
(funcién de respuesta) y la transformada de Laplace de la entrada (funcién
de excitacién) bajo la suposicién de que todas las condiciones iniciales son
cero.
Considérese el sistema lineal e invariante en el tiempo descrito mediante la
siguiente ecuacion diferencial:

agy" + ay" + o+ ap_ 1y + apy = box™ + by x™ 1+ -+ by X+ bypx
donde y es la salida del sistema y x es la entrada. La funcion de
transferencia de este sistema es el cociente de la transformada de Laplace
de la salida y la transformada de Laplace de la entrada cuando todas las

condiciones iniciales son cero.
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Como se ha comentado en el numeral (3), para aplicar L~ se parte de una
F.T. conocida, entonces:
_N(s)

D(s)

Donde N(s) y D(s) son dos polinomios cualesquiera. Tal como lo explica

F.T.

Espinoza (2012), para aplicar £™1, la F.T. debe ser propia, es decir:
grado del polinomio N(s) < grado del polinomio D(s)
La aplicaciéon de la £71, se hace a través de la expansion en fracciones
parciales simples de la F.T., y al hacerlo se pueden encontrar 4 casos
distintos, los cuales se mencionan a continuacion:
1. Los factores del denominador (D(s)) son todos de primer grado,

y ninguno se repite. La solucion se plantea de la siguiente manera:

_N(S)_ N(S)
F.T.—D(S) = (S—a1)*(s_a2)* ...*(S_an)
A1 AZ An
— + +oe (2)
S—a; S—Aa; §$=an

2. Los factores del denominador son todos de primer grado, y
algunos se repiten (tiene una potencia distinta de 1). De igual

manera, la solucion se plantea a continuacion:

N(S) _ An An—l An—z Al
DO G- G- - T G-a
B
e (3)

3. Los factores del denominador son lineales y cuadraticos
(segundo grado), y ninguno de los factores cuadraticos se

repite.

N(s) N(s)
D(s) (s2+ps+q) *(s—a)
As + B C
TG tps+d)  G-a)

(4)
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4. Los factores del denominador son lineales y cuadraticos
(segundo grado), y algunos de los factores cuadraticos se

repite.
N(s)  Aps+B, A4S+ Bn_4 4
D(s) (sZ2+ps+q)" (s2+ps+q)rt
Ais + By
ST (5)
(s?2+ps+q)

Por otro lado, también es necesario establecer los campos de accién que
permiten encontrar la utilidad e importancia de la presente investigacion

cuando se asocia con el uso de la transformada inversa de Laplace.

En la medicion de sistemas de cables subterraneos (Uribe-Campos, 2014)
la sintesis de la transformada de Laplace es la herramienta fundamental en
el estudio de transitorios electromagnéticos en cables para obtener la

solucion de la propagacion de ondas a través del sistema multiconductor.

Adicionalmente, Mateos, H., Diaz, M. y Martinez, O. (2018) explican que la
transformada de Laplace proporciona un método muy enciente para
resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con
coeficientes constantes. Dichas ecuaciones aparecen con mucha

frecuencia en Teoria de Circuitos y, en general, en Teoria de Sistemas.
DESARROLLO

El objetivo de la presente investigacion es mostrar como se aplica la
transformada inversa de Laplace a partir de funciones de transferencias
dadas. Como ya se ha comentado, existen cuatro (04) casos distintos, por
lo que se desarrolla un ejemplo de cada caso mostrando el procedimiento
que se debe seguir para hallar la transformacion planteada.

Ejemplo 1: Hallar:
3s+7

£ [(s— Dx(s+1)

Solucion
Al observar la F.T. se puede concluir que el problema planteado

corresponde al primer caso. Es decir, los factores del denominador D(s)
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son todos de primer grado, y ninguno se repite. La solucion se plantea de
la siguiente manera:

3s+7 A, A,
:(5—3)*(s+1):s—3+s+1

Se resuelve siguiendo los pasos que a continuacién se describen:

F.T.

(6)

ler paso: se multiplica toda la expresion sefialada en la ecuacion (6) por

alguno de los dos factores del denominador, en este caso, se selecciona

(s-3), y se plantea la primera ecuacion del sistema (i)
(3s+7) A,

_ _ _ 2 .
= e D S oy TV @
Al simplificar, se obtiene:
(3s+7) B 2
G mtETI D
2do paso: la ecuacion (i), se evaltua en s=3:
(3%3+7) _ A,
G+ AT OrET
Al == 4'

3er paso: Se repiten el 1ler y 2do paso tantas veces como factores en el
denominador existan. En este ejemplo solamente se tiene un factor mas,

por lo tanto, se multiplica toda la ecuacion (6), por (s+1) y se plantea la

ecuacion (ii):
(3s+7)
S+ D6+

=(s+1)=* 41 +(s+1)x 2 (ii)

B (s—=3) (s+1)
Al simplificar, se obtiene:

(B3s+7) Ay
(S——3)=(S+1)*(S—3)+A2
4to paso: Se evalla en s=-1:
Bx(=1D+7) Ay
-3 Ot

A2:_1
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Una vez obtenidos los valores de A; y A,, planteados en la ecuacion 1, se

sustituyen:
3s+7 4 (=D
(s—3)(s+1):s—3+s+1
3s+7
-3+
Con ayuda de la tabla de Transformada de Laplace, se halla su respuesta

4 1 +(-1) 1
* ——— —1) * ——
s—3 s+1

en el dominio del tiempo:

Fat
o e
sta
Por lo tanto:
1
o e3t
s—3
1
PN et
s+1
Entonces, el resultado en el dominio del tiempo de la F.T. dada, es el
siguiente:
(3s+7)
F(s) = t)=4xe3 —et
) (s=3)(s+1) f@®
La respuesta grafica en el dominio del tiempo se muestra en la figura 1:
@ Fgure - o x B e e e e
File Edit View |nset Jools Desktop Window Help K RAICES_DE_UN_POLINOMIO.m + ! ; -
NEdL| bR UDEL- @08 80 R e i
25 esponse iz mom = (370
- 105 Step Respol 2- den = [1 -2 -3];
= Gl = cf(num, den);
" ‘— step(Gl)
12 i? = polol = pole(Gl)
o 10
z
6
Command Window @
4
, ES_DE_UN_POLINOMIO
% 2 4 & 8 10 12 1 1w 1 = oo
Time (seconds) -
a b

Fig. 1. a.) Respuesta en el dominio del tiempo del ejemplo 1.
b.) Instrucciones en MatLab para obtener la grafica 1.a.
Fuente: El Autor.
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En esta gréfica se puede observar como la respuesta del sistema se

incrementa en la medida que el tiempo avanza, y en la expresion obtenida

en el dominio del tiempo:

f)=4+e3 —et

Se puede observar que el segundo término se hace cada vez mas pequefio

en la medida en que el tiempo avanza, mientras que el primer término crece

exponencialmente con el tiempo. De manera que la grafica obtenida tiene

relacion con la expresion en el dominio del tiempo alcanzada.

Otro elemento importante a considerar es que la grafica se obtuvo

utilizando una herramienta computacional como es MatLab. Casado (2006)

lo define como:

“‘MATLAB es el nombre abreviado de “MATriz LABoratory”. Es un
programa para realizar calculos numéricos con vectores y
matrices, y por tanto se puede trabajar también con numeros
escalares (tanto reales como complejos), con cadenas de
caracteres y con otras estructuras de informacién mas complejas.
Matlab es un lenguaje de alto rendimiento para calculos técnicos,
es al mismo tiempo un entorno y un lenguaje de programacion.
Uno de sus puntos fuertes es que permite construir nuestras
propias herramientas reutilizables. Podemos crear facilmente
nuestras propias funciones y programas especiales (conocidos
como M-archivos) en cédigo Matlab, los podemos agrupar en
Toolbox (también llamadas librerias): coleccién especializada de
M-archivos para trabajar en clases particulares de problemas.
Matlab, a parte del célculo matricial y algebra lineal, también
puede manejar polinomios, funciones, ecuaciones diferenciales

ordinarias, graficos...”.

Sin embargo, no es objeto de la presente investigacion profundizar en el

uso de tal programa, de manera que de ahora en adelante solamente se

mostrara el listado de instrucciones necesarias para obtener la
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representacion gréfica de cada respuesta o solucion obtenida en los casos
siguientes o ejemplos.

Ejemplo 2: Hallar la transformada inversa de Laplace de la siguiente
funcion de transferencia:

552 —15s — 11

(s+1)(s—2)3

Este ejemplo se corresponde con el 2do caso, por lo tanto, su solucion

F(s) =

gueda planteada de la siguiente forma:
552 — 155 — 11 A B C D
(s+D(s—=2)2 (s+1) (s—=2)2 (s—2)* (s—2)

Solucién:

(7)

ler paso: Toda la ecuacion (7) se multiplica por (s+1), a ambos lados de la
igualdad:
(552 — 155 — 11)

(s+1)(s—2)3

= 1 —A 1 B
B A e R G )*[(3—2)

(s+1) =
C D
3+(s—2)2+(s—2)]

Al simplificar se obtiene:

(552 — 155 — 11) B C D
G-2)7 =A+(S+1)*[(5—2)3+(s—2)2+(s—2)]

2do paso: Se evalua en s=-1:

(5 (—1)2 =15 * (-1) = 11) _ B C D
C1-2)° _A+O*[(5—2)3+(s—2)2+(s—2)]
L1
T3

3er paso: Toda la ecuacion (7) se multiplica por (s — 2)3

(55% — 155 — 11)

N F R T E)E

=(s—2)%=% +(s—2)3

(s+1)
B C D
*[(5—2)3+(s—2)2+(s—2)
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Al simplificar se obtiene:
(5s%2 — 155 — 11)
(s+1)
4to paso: Se evalla en s=2
(5%(2)2—15%(2) —11)

=(s—2)3% +B+C*(s—2)'+D*(s—2)?

A
(s+1)

2+1)
=(2—2)3*(2:1_1)+B+C*(2—2)1+D*(2—2)2
(20—30-11)
2+ D =O*(2+1)+B+C*(O)+D*(0)
—21_B
3
B=-7

Con los valores obtenidos de Ay B, se puede plantear un sistema de dos
ecuaciones para hallar los valores de C y D.
1
552 —155—11  (=3) N (=7) N c N D
+DE-2)3 (s+1) (s—2)3 (s—2)2 (s—2)

Para esto (para hallar las incognitas C y D), es necesario evaluar la

ecuacion (7) en dos valores arbitrarios de s. En este caso, se seleccionaron

s=0y s=1, por su simplicidad.

Para s=0:
502 -15(0)—11 (=3 (=7 c D
0+D0-27° ©0+D (0=27 T 0=-22 " 0=2
11 1 7 C D
8- "3%8%i72
5 C D
672 2 ®
Para s=1:
5(12-15(1)—11 (=3 (=7 c D
(1+1)(1-2)3 _(1+1)+(1—2)3+(1—2)2+(1—2)
21 1
7=—g+7+C—D
EL 9
= )
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De esta forma se obtienen dos ecuaciones con dos incognitas (ecuaciones
8y 9),ylasolucion es C=4 y D=1/3. Ortega (2018), explica tres (03) formas
de resolver ecuaciones lineales de dos (02) ecuaciones con dos (02)
incégnitas, dichos métodos son reduccion, igualacion y sustitucion.

Entonces, a través de la aplicacion de la transformada inversa de Laplace,
se ha obtenido una expresion equivalente pero mas sencilla descrita en
fracciones parciales simples, tal como se muestra a continuacion:
= 552 — 155 — 11] _ - [( 1/3) (=7 N 4 N 1/3
(s +1)(s — 2)3] (s+1) (s -2 (s—2)2 (s—2)

Simplificando:

552 — 155 — 11]
(s +1)(s —2)3]

L_l

el o=l - [o=+
(s+1) (s—2)3 (s —2)?
1 71
* §L [s -2
Haciendo uso de la tabla de pares de transformadas, se obtiene la
respuesta del sistema en el dominio del tiempo:

552 —15s — 11 1 1
F(S) — - f(t) — __e—t_7tZe+2t_4_te+2t+_e+2t
(s+1D(s—2) 3 3
1 1
f(t)=—se f4et? [—7t2 — 4t + =
3 3
_] 3 H =Y [% &, 8 S’y '@ 4! 1.% < I‘jL OkEd m3 Z Editor - C:\Users\ivann\OneDrive\Documentos\MATLAB\RAICES_DE_UN_POL... @ x
= = - | RAICES DE_UN_POLINOMIO.m = | + |
1= clear m)
1028 Step Response i
2 14— num = [5 -15 -11]:
0 ?— den = [1 -5 & ¢ -B];
: - Gl = cf (num,den);
2 ; - step (G1))
= if - polol = pole(Gl)
% 6
ER
5
< .10
-12
Comman d Window ®
-14
polol =
-16 -1.0000 + 0.00001
A8 E.OOOO + 0.00001
0 5 10 15 20 25 30 22050 ~ o.0000
| Time (seconds) .
(@) (b)

Fig. 2. a.) Respuesta en el dominio del tiempo del ejemplo 2.
b.) Instrucciones en MatLab para obtener la grafica a.
Fuente: El Autor.
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En la figura 2.a, se puede observar como la respuesta del sistema decrece
en la medida que el tiempo avanza.

Ejemplo 3: Hallar la respuesta en el dominio del tiempo, de la siguiente
funcion de transferencia:

3s+1
(s—D(s?+1)

Nota: Este ejemplo corresponde al tercer caso, ya presentado.

L_l

Una vez identificado el caso correspondiente, se procede a plantear la

solucion, la cual se muestra a continuacion:
3s+1 _ A + Bs + C
(s—1)(s2+1) s—1 s2+1

Luego de plantear la solucién, se debe seguir el procedimiento descrito en

(10)

los pasos siguientes:
ler paso: Toda la ecuacion (10) se debe multiplicar (s-1):
(3s+1) A (Bs+ ()

(S_l)(s—1)(52+1): (5_1)(5—1)+(5_1) 2+ 1)
Al simplificar se obtiene:
(Bs+1) (Bs+C)
2+ 1) =A+(s-1) 2+ 1)
2do paso: La ecuacion resultante se evalGa en s=1
3(+1 (Bs +C)
(12 +1) =4+(1-1 (s2+1)
A=2

En este momento, la ecuacién (10) queda como se muestra a
continuacion:

3s+1 _ 2 +Bs+C
(s—1)(s2+1) s—1 s2+1

En este caso, se puede plantear un sistema de dos ecuaciones con dos

incégnitas (B y C). Dicho sistema se puede resolver escogiendo dos valores

arbitrarios de s. Para este ejemplo particular, se seleccionan s=0y s=2.

pg. 425  Revista Politécnica y Territorial Volumen 9 - Nimero 1/ Enero — Junio 2023 / ISSN: 2542-3037




Universidad Politécnica Territorial
de Barinas José Félix Ribas

REVISTA POLITECNICA Y TERRITORIAL
Publicacién Cientifica Arbitrada

Para s=0:
3(0) +1 2 +B(0)+C
(0—-1)((0)2+1) 0-1 (0)2+1
—-1=-2+C
c=1
Para s=2:
32) +1 2 +B(2)+C
C-1D(22+1) 2-1 (2)2+1
7 +213+1
5 5
7=2(5)+2B+1
B=-2

Los valores obtenidos de B y C se sustituyen en la ecuacion (10), con ello
se evidencia que la F.T. tiene una expresion equivalente descrita a traves
de sumas de fracciones parciales simples, y éstas se pueden trasladar al
dominio del tiempo usando la tabla de transformada de Laplace.

El resultado es:

3s+1 2 +—23+1
(s—1)(s2+1) s—1 s2+1
3s+1 —> 1 5 S 4 1
s—1D(s2+1) “s—1 s?2+1 s?2+1
(
L‘l[ 3s+1 _5 1 5 S N 1 ]
(s—1)(s24+1) “s—1 “sz2+1 sz+1
3s+1 1 S 1
L_l[ ]=L_1[2 ] L71[=2 L“l[
(s—D(s?2+1) s—1 * [ 52+1]+ s2+1
3s+1 1 S 1
L-l[ =21:-1[ ]—2/:-1 L-l[
(s—D(s?2+1) s—1 [SZ+1]+ s2+1

3s+1
(s —1(s*+ 1)]

-1 =2et —2cost +sint
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(i

Eile Edit View Inset Iools Desktop Window Help

E : » Escritoric » UNIVERSIDAD PROGRAMAS » MATLAB + EJERCICIOS MES!
PDEEe | kRO EL- 2 0EH aDd

Ei Editor - C:\Userstivann'OneDrive\Decumentos\MATLAB\RAICES_DE_UN_POL.. (@ X
| RAICES_DE_UN_POLINOMIO.m |+ |
1028 Step Response =
26 L= clear
2
3
2 4 - num = [3 1];
5 = den = [1 -1 1 -1]I:
&
o 1.5 7 - Gl = tf{num,den);
g 3
é g= step (G1)
< 1 10
11 = polol = pole(Gl)
0.5
0
0 10 20 30 40 50 60
Time (seconds)

Fig. 3. a.) Respuesta en el dominio del tiempo del ejemplo 3.
b.) Instrucciones en MatLab para obtener la grafica 3.a.
Fuente: El Autor.
Ejemplo 4: Hallar la respuesta en el dominio del tiempo, de la siguiente

F.T.:

B s?+2s+3
(2 + 25 + 2)2

FT

Nota: Este ejemplo corresponde al cuarto caso.
Una vez identificado el caso correspondiente, se procede a plantear la
solucion, la cual se muestra a continuacion:

s?+2s+3  As+B N Cs+D
(s2+4+25+2)2 (s2+2s5+2) (s2+2s+2)2

(11

Como las raices del polinomio del denominador son complejas conjugadas
(no tiene raices reales), la solucion se obtendra evaluando la variable

compleja s en cuatro valores arbitrarios distintos.
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Se seleccionan los siguientes valores de la variable compleja:

s=0,-1,1y 2.
Para s=0:
(0)2+2(0)+3 A(0)+ B C(0)+D
((0)2 + 2(0) + 2)? - ((0)2+2(0)+2) + ((0)2 + 2(0) + 2)?
3_5,D0
4 2 4
D+2B=3 (12)
Para s=-1:
(D% +2(-1) +3 A(-D)+B C(-1)+D
(=12 +2(—1) + 2)? - (D2 +2(-1)+2) * (=12 +2(—-1) +2)?
~A+B—-C+D=2 (13)
Para s=1:
(D +2(1)+3 A(1)+B C()+D

(D2+2(1)+2)2 ((1D2+2(1)+2) + (D?+2(1) + 2)?

6 A B C D
—t—t——+—

25 55 25 25
5A+5B+C+D=6 (14)
Para s=2:
(2)?+2(2)+3 A(2)+B C(2)+D

(@D2+20)+2)? (02+2Q)+2)  ((2?+2(2) +2)?
1 A B C D

100 5110 50 100

20A+10B+2C+D =11 (15)
Al evaluar la ecuacion 11 en los valores de s=0,-1, 1 y 2, se obtienen las
ecuaciones 12, 13, 14 y 15, respectivamente.

D+2B=73 (12)
~A+B—-C+D=2 (13)
SA+5B+C+D=6 (14)
20A 4+ 10B +2C + D = 11 (15)

Al resolver el sistema de ecuaciones, se obtienen los valores de A, B, Cy
D, los cuales son:

28 B 13 o 4 D 37
147’ "T20 " T7 YU T
Los valores obtenidos de A, B, C y D, se sustituyen en la ec. (11)

pg. 428  Revista Politécnica y Territorial Volumen 9 - Nimero 1/ Enero — Junio 2023 / ISSN: 2542-3037




REVISTA POLITECNICA Y TERRITORIAL
Publicacién Cientifica Arbitrada

Universidad Politécnica Territorial
de Barinas José Félix Ribas

28 13 4 37
s?+2s+3 _ TS tn N S+t (11)
(s2+2s+2)2 (s24+2s+2) (s?2+2s+2)?
s?+2s+3
(s2+2s+2)2
_28 13 4
147S 21 7S

T (s24+25+2) (s2+25+42) (s2+25+2)?2
37

+ 21
(s2+ 25+ 2)2
Sin embargo, la solucion se planteard a través de dos (2) partes, tal como

se sefalan a continuacion:
Parte a)

Para hallar la transformada inversa de Laplace de:
28 s ]+L_1 13 1
147 (s + 2s + 2) 21(s?+2s5s+2)

Es necesario adecuarlas para que se parezcan a las siguientes F.T. cuyas

L_l

transformadas inversas estan tabuladas:

Tabla 1.
Item F(s) f(t)

2 —w
1 SWn ———— e Cwnbgjp (wnt\/l——(z
52 + 20w, s + w? V1-—2¢2

_ 9)

donde§ =cos™1¢ ({<1)

2 Wz On__ ,-Gont) g 1_¢2
—e nsin| wpty/1—7¢

52 + 20w, s + w? J1-¢2 ( " )

Pares de transformadas de Laplace.

Fuente: Kuo (1996).

Entonces:
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28 S = —0.0952 2s
147 (s2+2s+2) ' (s2+2s+2)
V2

= 0,0952 e ‘sin (\/E 1- (1/ﬁ)2t

[1- )

_ Cos—l(l/\/i)>

Y,

L ! = 0,3095

21(s2+25+2) (s2 + 25 + 2)

2
= 0,3095Le‘tsin (ﬁ 1-(ly )2t>
_1 2 V2
1-( /ﬁ)

Donde:

“)n=\/§ y (=1/\/§

Al simplificar, se obtiene:

Tabla 2.
Item F(s) f(t)
1 _ 28 S 0,0952 * 2e~tsin(t — 45°)
147 (s?> + 2s + 2)
2 131 0,3095 2~ sin(¢)
21(s2+25+2)

Pares de transformadas de Laplace.
Fuente: Kuo (1996).
Parte b)

El dltimo término de la ecuacién 11 se puede simplificar para facilitar la
solucion por medio del Teorema de Convoluciéon. Sin embargo, antes de
explicar tal teorema, es necesario desarrollar, apropiadamente, dicho

término, con la finalidad ya sefalada.
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Para mejorar el desarrollo relacionado con la simplificacion de la ecuacion,
se escribird solamente lo que corresponda con el dltimo término. Al aplicar
completacion de cuadrados se obtiene:

4 (s+1)+25/12 4 (s +1) +25/12
7(s2+25s+2)(s2+25+2) 7[(+1D2+D((s+1)2+1)

Reescribiendo, se obtiene:

4 (s + 1) +25/12
7 l((s + 12+ D((s+ 12+ 1)
4 (s+1)
-7 l((s T2+ D)(G+ D2+ 1)
25/12
* (s+D?+D((s+1D?2+1)

Estos dos ultimos términos se reescribiran por separado:

(s+1) B (s+1) 1 16
(G+D2+D(G+D2+1) (+1D2+1D)(s+1)2+1) (16)
25/12 25 1 1 17
(+D2+D((s+1D2+1) 12 [(s +1)2+1)(s+1)2%+ 1)] a7

Ahora bien, es importante sefalar que el producto de dos funciones en el
dominio de la variable compleja s, se resuelve aplicando el teorema de
Convolucion.

Sin embargo, antes de aplicar el teorema de convolucion, es necesario usar
la tabla de transformada de Laplace. En el caso de la ecuacion 16, los pares

de transformadas se muestran en la tabla 3.

Tabla 3.
Item F(s) f(t)
1 (s+a) e~ *cos(wt)
(s+a)?+ w?
2 (s+1) e~tcos(t)
(s+1D?*+1
3 w e **sen(wt)
(s+a)?+ w?
4 1 e tsen(t)
(s+a)?+1

Pares de transformadas de Laplace.
Fuente: Kuo (1996).
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Entonces, la ecuacion 16 se sustituye por:
(s+1) 1 B
+1D2+1)(s+1D2+1)

Utilizando la siguiente identidad trigonométrica:

et cos(t) e tsen(t) = e %t cos(t) sen(t)

sin(2a) = 2sina cos a
-2t
Gs J(rS1J)r21J)r (s + 1;2 T ¢ cos@sen(®) = : Sgn(Zt)
Analogamente, la ecuacion 17 se sustituye por:
1 1 B
+1D2+D(s+1)2+1)
De manera que, la FT dada se puede sustituir por:

| s*+2s+3 e .
L GZ+ 2512 = 0,0952 * 2e " sin(t — 45°)

e tsen(t) e tsen(t) = e *tsen?(t)

e 2t sen(2t)

40,3095 * 2e~tsin(t) + £L71 I 5 + e‘Ztsenz(t)l

Es importante resaltar que, se ha resuelto una parte del ejercicio 4, queda
pendiente aplicar el teorema de Convolucién para halla la transformada
inversa de Laplace de:

-2t
e “! sen(2t)
L1t IT + e ?tsen? (t)l
Para terminar de resolver el ejercicio, se debe aplicar el teorema de
convolucién, ya que, no se debe olvidar, se tiene el producto de dos
funciones en el dominio de la variable compleja s.
Luna (2017), define el teorema de convolucion de la siguiente manera:

Si: F(s)=L{f(t)} ¥y G(s) = L{g(t)}, existenparas>a =0,
Entonces:
H(s) = F(s)G(s) = L{h(t)}
Donde:
h(O) = [ f(e-Dg@dr
0
Se desea resolver la siguiente expresion:
LTHF($)G(s) + F(s)H(s)] = LT F(s)G(s)] + L7 F(s)H(5)]

= f(&) x g(t) + f(£) x h(t)
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Donde:
f)=e2; gt)=sin2t y  h(t) =sin?(t)
Entonces,

x,(t) = f f(Dg(t—1)dr = f e 2Tsin2(t — 1) dt = f(t) * g(t)
0 0

x,(t) = ftf(T)h(t —17)dt = f e 2%sin?(t — 1)dt = f(t) = h(t)
Haciendo uso 0de las recomendaci(:)nes dadas por Bosques (2017), se
desarrolla la solucién de x,(t) y x,(t) mediante integracion por partes,
descrita en Ayres (1989).

Solucién para x4 (t):

t
x1(t) =f e ?%sin2(t — 1) dr
0

Se requieren los siguientes cambios de variables:
u=e %" - du = —2e~?%dr

1
v=5c032(t—1') - dv =sin2(t —1)dt

t t

Entonces:
x,(t) = j e ?Tsin2(t — 1) dt = %8—21 cos2(t—1) + J e ?Tcos2(t —1)dt
Nuevameonte, se requieren hacer cambios de variables0 para el dltimo
término de la ecuacién anterior:

u=e?* - du = —2e~?%dr

1
v= —EsinZ(t—T) - dv = cos 2(t — t)dt

Sustituyendo:

t
x, () =f e ?Tsin2(t — 1) dt
0

= 56‘27 cos 2(t — 1)

e Tsin2(t—1
+[— ( )_

t
f e ?Tsin2(t — 1) dt
2 0

Luego de evaluar, se obtiene:
1
x,(t) = 7 [e~2 + sin 2t — cos 2t]
De manera analoga, se realiza el calculo para x,(t):

5 sin2t 2
x,(t) = —=[1+e %] - ——=cos 2t

6 3 3
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Ahora si se tiene la solucién completa del ejercicio 4, la cual se transcribe
a continuacion:
s?2+2s+3

-1
£ l(s2 + 25 + 2)?
= 0,0952 * 2e "t sin(t — 45°) + 0,3095 * 2e~¢ sin(t)

e ?tsen(2t
+ L1 I% + e ?tsen?(t)
s24+25s+3

-1

(s? 4+ 25+ 2)?
= 0,1904e "¢ sin(t — 45°) + 0,619e ¢ sin(¢t)

1 5 sin2t 2
+ 7 [e™2t + sin 2t — cos 2t] — z [1+e72] - 3 308 2t
Asi, el resultado final es:
| s*+2s+3
(s2+ 25+ 2)2
= e7%[0,19 sin(t — 45°) + 0,62 sin(t)] 7e T _sin2t
=e ,19 sin ,62 sin 10 1
11
— Ecos 2t — E

La solucion gréfica de esta Ultima expresion matematica se presenta en la
figura 4.a, mientras que el listado de instrucciones para obtenerla se

muestra en la figura 4.b. Ambas mostradas a continuacioén:

B \ ® & o . A ] [ Editor - C:\Users\ivann\OneDrive\Documentos\MATLAB\RAICES_DE_UN_POL... @ X
2@ de k(WK TBHEL- 2 |0E o | RAICES_DE_UN_POLINOMIO.m 24 | + |
1- clear =]
2
Step Response 2
0.8 4—  mum=[l23]:
5- dem=[148¢84:
0.7 7= Gl = tf(num,den);
0.6 1; = step (G1)
11 - polol = pole(Gl)
0.5
@
o
=
=04
£
<L
0.3
Command Window ®
0.2 "
polol =
0.1 -1.0000 + 1.0000i
-1.0000 - 1.0000%
0 -1.0000 + 1.0000%
0 4 2 3 4 5 5 7 8 -1.0000 - 1.0000%
Time (seconds) fi 5>

Fig. 4. a.) Respuesta en el dominio del tiempo del ejemplo 4. b.)
Instrucciones en MatLab para obtener la grafica a.
Fuente: El Autor.
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CONCLUSIONES

Cuando se trabaja en el ambito de los sistemas de control, es importante
reconocer que cuando se tiene una funcion de transferencia, esto implica
el andlisis en el dominio de la variable compleja s o en el dominio del
tiempo. En el segundo caso, es necesario aplicar la transformada inversa
de Laplace y es importante conocer la manera en que se puede aplicar
dicha transformada. La presente investigacion ha mostrado como se debe
utilizar tal herramienta matematica. La metodologia usada se desarrolla
mediante la solucién de los cuatro (04) casos posibles. En cada uno de los
ejemplos mostrados, se han descrito los pasos a seguir para que, de
manera metodica, se logren realizar distintos ejemplos. Ademas, se
desarrolla paso a paso cada una de las operaciones involucradas en la
solucién de cada ejercicio con el propésito de servir de guia para los futuros

lectores.
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